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Анотацiї
Борейко А.О. Локальна асимптотична стабiлiзацiя класу нелiнiйних си-

стем з невiдомими параметрами.

У роботi розглядається задача локальної асимптотичної стабiлiзацiї для кла-

су двовимiрних та тривимiрних нелiнiйних систем з невiдомими параметрами

в критичному випадку. Нiяких умов на границi змiни максимальної величини

цих невiдомих параметрiв заздалегiдь не задано. Для стабiлiзацiї систем засто-

совано клас вкладених керувань. Дослiдження задачi стабiлiзацiї ґрунтується

на методi функцiї Ляпунова. Ефективнiсть такого пiдходу проiлюстрована на

прикладах.

Boreiko A.O. Local asymptotic stabilization of a class of nonlinear systems

with unknown parameters.

This paper considers local asymptotic stabilization of two-dimensional and three-

dimensional nonlinear systems with unknown parameters in a critical case. No condi-

tions on the maximum values of these unknown parameters are specified in advance.

A class of nonlinear nested controls is used to stabilize the systems. The Lyapunov

function method is used for the stability analysis. The effectiveness of this approach

is illustrated by examples.
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Вступ та постановка задачi
На практицi важливу роль вiдiграють математичнi моделi, якi можуть бути

описанi керованими системами диференцiальних рiвнянь з невiдомими параме-

трами - невизначеностями. Присутнiсть невизначеностей може пояснюватися

похибками вимiрювання або наявнiстю заздалегiдь невiдомих параметрiв. Бiль-

шiсть результатiв стосовно стабiлiзацiї таких систем були отриманi у випадку

заздалегiдь вiдомих границь для змiни невiдомих параметрiв системи [1,2]. При

вiдсутностi iнформацiї про границi змiни невизначеностей, задача стабiлiзацiї

стає дуже складною.

У роздiлi 1.1 розглядається двовимiрна нелiнiйна система
ẋ1 = a1x

2m+1
2 ,

ẋ2 = a2u,

(0.1)

де ai > 0 - невiдомi параметри (i = 1, 2), u - керування,m ∈ Z+ = {0, 1, . . .}.

У роздiлi 2.1 розглядається тривимiрна нелiнiйна система
ẋ1 = a1x

2m+1
2 ,

ẋ2 = a2x3,

ẋ3 = a3u,

(0.2)

де ai > 0 - невiдомi параметри (i = 1, 2, 3), u - керування,m ∈ Z+ = {0, 1, . . .}.

Вiдмiтимо, що єдиною умовою, яка накладається на параметри ai є їх до-

датнiсть. При цьому, нiяких умов на границi змiни максимальної величини па-

раметрiв ai заздалегiдь не задано. Важливо зазначити, що задача стабiлiзацiя
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систем (0.1) та (0.2) є доволi складною, навiть для вiдомих коефiцiєнтiв ai, бо цi

системи є некерованими та нестiйкими за першим наближенням. Випадок таких

систем в теорiї керування називають критичним.

Випадок вiдомих параметрiв ai для суттєво нелiнiйних n-вимiрних систем

вигляду 
ẋi = aix

2mi+1
i+1 , i = 1, . . . , n− 1,

ẋn = anu,

дослiджувався, наприклад, в роботах [5–7]. А випадок невiдомих параметрiв ai

для суттєво нелiнiйних систем ранiше не дослiджувався.

Важливий результат для лiнiйних систем (m = 0) з невiдомими коефiцiєн-

тами було отримано в роботi [3]. У цiй роботi було використано важливий для

методу зворотного ходу (backstepping method) клас вкладених керувань (nested

controls). Такий клас керувань використовується i в данiй роботi.

Задача стабiлiзацiї систем (0.1), (0.2) полягає в побудовi неперервного керу-

вання u(x), яке не залежить вiд параметрiв ai, такого, що нульова точка спокою

вiдповiдної системи при u = u(x) буде асимптотично стiйкою за Ляпуновим [8].

Значущiсть класу вкладених керувань можна побачити з наступного прикла-

ду [3]. Розглянемо 3-вимiрну лiнiйну систему
ẋ1 = a1x2,

ẋ2 = a2x3,

ẋ3 = a3u.

(0.3)

Покажемо, що керування у виглядi лiнiйної функцiї u = u1(x), де

u1(x) = −(k1x1 + k2x2 + k3x3),

не може забезпечити локальну асимптотичну стiйкiсть нульової точки спокою
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x = 0 для всiх невiдомих параметрiв ai > 0, i = 1, . . . , 3. Характеристичний

полiном системи (0.3) при u = u1(x) має вигляд

χ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ −a1 0

0 λ −a2

a3k1 a3k2 λ+ a3k3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ3 + a3k3λ
2 + a2a3k2λ+ a1a2a3k1.

Випишемо визначник Гурвiца

H =


a3k3 a1a2a3k1 0

1 a2a3k2 0

0 a3k3 a1a2a3k1

 . (0.4)

За критерiєм Гурвiца, система (0.3) стiйка, коли усi дiагональнi мiнори визна-

чника (0.4) додатнi, тобто
∆1 = a3k3 > 0,

∆2 = a2a
2
3k2k3 − a1a2a3k1 > 0,

∆3 = a1a2a3k1 ·∆2 > 0,

ai>0
===⇒


k3 > 0,

a3
a1

>
k1
k2k3

,

k1 > 0.

Очевидно, що для будь-якого заданого лiнiйного керування, остання система

нерiвностей буде задоволена не для всiх значень параметрiв ai > 0. Отже,

вiдповiдна лiнiйна система (0.3) має асимптотично стiйку нульову точку спокою

не для всiх додатних значень параметрiв ai.

Отже, щоб подолати обмеження лiнiйних керувань, замiнимо лiнiйну стру-

ктуру керування шляхом збiльшення степенiв доданкiв. Наприклад, лiнiйне ке-

рування u = −(k1x1 + k2x2 + . . .+ knxn) замiнимо на

u = −((. . . ((k1x1)p1 + k2x2)
p2 + . . .+ kn−1xn−1)

pn−1 + knxn). (0.5)
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Будемо вимагати, щоб pi =
ri+1

ri
, причому



r1 =
odd

odd
> 1,

ri+1 = ri + µi,

µi =
even

odd
> 0,

µ1 > µ2 > . . . > µn = 0,

ki > 0, i = 1, . . . , n.

(0.6)

Далi буде показано, що керування вигляду (0.5) розв’язує задачу стабiлiзацiї

систем з невiдомими параметрами (0.1) та (0.2). Дослiдження задачi стабiлiза-

цiї ґрунтується на методi функцiї Ляпунова, який полягає в побудовi додатно

визначеної функцiї V (x), похiдна вiд якої в силу вiдповiдної замкнутої системи

є вiд’ємною в деякому проколотому околi початку координат.
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Роздiл 1

Стабiлiзацiя двовимiрної системи

1.1. Побудова функцiї Ляпунова

Розглянемо систему (0.1), яка має вигляд
ẋ1 = a1x

2m+1
2 ,

ẋ2 = a2u,

де a1, a2 > 0 - невiдомi константи, m ∈ Z+. Керування (0.5) має вигляд

u = −((k1x1)p + k2x2). (1.1)

Побудуємо функцiю Ляпунова у виглядi

V (x) =
k2
k1a1

(k1x1)
2p

2p
+

1

k2a2

u2

2
= R1 +R2.

Тодi похiдна в силу системи (0.1) з керуванням u вигляду (1.1) обчислюється

за формулою V̇ (x) = Ṙ1 + Ṙ2, де
Ṙ1 =

k2
k1a1

· (k1x1)2p−1k1ẋ1 =
k2
a1
(k1x1)

2p−1ẋ1,

Ṙ2 =
u

k2a2
· u̇ =

u

k2a2

(
−
[
p(k1x1)

p−1k1ẋ1 + k2ẋ2
])

.

Тут ẋ1, ẋ2 позначають вiдповiднi правi частини рiвнянь системи (0.1). Пiдстави-
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мо цi правi частини.
Ṙ1 = k2(k1x1)

2p−1x2m+1
2 ,

Ṙ2 = −
u

k2a2

(
p [k1x1]

p−1 k1a1x
2m+1
2 + k2a2u

)
.

Далi ми покажемо, що похiдна функцiї Ляпунова є вiд’ємною в деякому проко-

лотому околi нуля.

1.2. Замiна змiнних

Введемо наступнi позначення
ϕ1 = k1x1,

ϕ2 = ϕp
1 + k2x2.

Запишемо Ṙ1, Ṙ2 у термiнах ϕ1, ϕ2.

Ṙ1 = k2ϕ
2p−1
1

(ϕ2 − ϕp
1)

2m+1

k2m+1
2

=
1

k2m2
ϕ2p−1
1 (ϕ2 − ϕp

1)
2m+1

,

Ṙ2 = −u2 − u

k2a2

(
pk1a1ϕ

p−1
1

(ϕ2 − ϕp
1)

2m+1

k2m+1
2

)
= −u2 − pk1a1

k2m+2
2 a2

ϕp−1
1 (ϕ2 − ϕp

1)
2m+1

u.

1.3. Оцiнка похiдної функцiї Ляпунова

Далi нам знадобляться наступнi твердження [3, 7]:

Твердження 1.1. Для будь-яких x1, . . . , xn ∈ R та p ≥ 1 виконується на-

ступна нерiвнiсть

|x1 + . . .+ xn|p ≤ np−1
(
|x1|p + . . .+ |xn|p

)
.
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Твердження 1.2. Для будь-яких a, b ∈ R та C > 0 виконується наступна

нерiвнiсть

a · b ≤ 1

1 + C
|a|1+C +

C

1 + C
|b|1+

1
C .

Наслiдок 1.3. Для будь-яких a, b ∈ R та x, y > 0 виконується наступна

нерiвнiсть

ax · by ≤ |a|x+y + |b|x+y.

Це можна показати, скориставшись твердженням 1.2 для C =
y

x
.

Твердження 1.4. Для будь-яких x, h ∈ R та p ≥ 1 виконується наступна

нерiвнiсть

−x · (x+ h)p ≤ −21−p · xp+1 − x · hp.

1.3.1. Оцiнка першого доданка

Застосуємо твердження 1.4 i отримаємо

Ṙ1 =
1

k2m2
ϕ2p−1
1 (ϕ2 − ϕp

1)
2m+1

=
1

k2m2
ϕp−1
1 (−ϕp

1) (ϕ
p
1 − ϕ2)

2m+1

≤ 1

k2m2
ϕp−1
1

(
−21−(2m+1) · (ϕp

1)
(2m+1)+1 − ϕp

1 · (−ϕ2)
2m+1

)
=

1

k2m2
ϕp−1
1

(
−4−m · ϕ2p(m+1)

1 + ϕp
1 · ϕ2m+1

2

)
= − 1

4mk2m2
ϕ
p(2m+3)−1
1 +

1

k2m2
ϕ2p−1
1 ϕ2m+1

2

Скористаємось твердженням 1.2 для оцiнки другого доданка. Для цього вибе-

ремо таке C0 > 0, для якого справедлива система нерiвностей
(1 + C0)(2p− 1) > p(2m+ 3)− 1,(
1 +

1

C0

)
(2m+ 1) > 2.
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Отже, розкриваючи дужки, отримуємо наступну систему
C0 >

p(2m+ 1)

2p− 1
,

1

C0
>

1− 2m

2m+ 1
.

(1.2)

Зауважимо, що p > 1 в силу умови (0.6), тому iз першої нерiвностi системи (1.2)

випливає C0 >
p(2m+ 1)

2p− 1
> 0.

1. При m > 0, дрiб
1− 2m

2m+ 1
< 0. Отже, друга нерiвнiсть системи (1.2) спра-

ведлива для всiх C0 > 0;

2. Приm = 0, iз (1.2), маємо
p

2p− 1
< C0 < 1. Зауважимо, що промiжок для

знаходження C0 непустий. Дiйсно,
p

2p− 1
< 1⇔ 1 < p, що правда в силу

умови (0.6).

Отже, приm = 0 виберемо C0 ∈
(

p

2p− 1
; 1

)
. Приm > 0 виберемо C0 з умови:

C0 >
p(2m+ 1)

2p− 1
. Згiдно з твердженням 1.2, для такого C0 буде справедливою

наступна нерiвнiсть

ϕ2p−1
1 ϕ2m+1

2 ≤ |ϕ1|2p−1|ϕ2|2m+1 ≤ 1

1 + C0
|ϕ1|(1+C0)(2p−1) +

C0

1 + C0
|ϕ2|(1+

1
C0

)(2m+1).
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1.3.2. Оцiнка другого доданка

Застосуємо твердження 1.1 i отримаємо

Ṙ2 = −u2 −
pk1a1

k2m+2
2 a2

ϕp−1
1 (ϕ2 − ϕp

1)
2m+1

u

= −u2 − pk1a1

k2m+2
2 a2

ϕp−1
1 u (−u− ϕp

1)
2m+1

≤ −u2 + pk1a1

k2m+2
2 a2

ϕp−1
1 |u| (|u|+ |ϕ1|p)2m+1

≤ −u2 + pk1a1

k2m+2
2 a2

ϕp−1
1 |u| · 22m+1−1

(
|u|2m+1 + |ϕ1|(2m+1)p

)
= −u2 + 4mpk1a1

k2m+2
2 a2

ϕp−1
1 u2m+2 +

4mpk1a1

k2m+2
2 a2

|ϕ1|2p(m+1)−1|u|

Скористаємось твердженням 1.2 для оцiнки другого та третього доданкiв.

Оцiнка доданка ϕp−1
1 u2m+2

Виберемо таке C1 > 0, для якого виконується система
(1 + C1)(p− 1) > p(2m+ 3)− 1,(
1 +

1

C1

)
(2m+ 2) > 2.

Отже, розкриваючи дужки, отримуємо наступну систему
C1 >

2p(m+ 1)

p− 1
,

1

C1
> − m

m+ 1
.

Очевидно, що p > 1 в силу умови (0.6), тому C1 >
2p(m+ 1)

p− 1
> 0. Також

очевидно, що − m

m+ 1
≤ 0,∀m ∈ Z+, тобто система виконується для будь-

якого C1 >
2p(m+ 1)

p− 1
. Тому ∀m ∈ Z+, вибравши C1 ∈

(
2p(m+ 1)

p− 1
;+∞

)
,
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маємо

ϕp−1
1 u2m+2 ≤ |ϕ1|p−1|ϕ2|2m+2 ≤ 1

1 + C1
|ϕ1|(1+C1)(p−1) +

C1

1 + C1
|ϕ2|(1+

1
C1

)(2m+2).

Оцiнка доданка |ϕ1|2p(m+1)−1|u|

Виберемо таке C2 > 0 для якого виконується система
(1 + C2)(2p(m+ 1)− 1) > p(2m+ 3)− 1,

1 +
1

C2
> 2.

Отже, розкриваючи дужки, отримуємо наступну систему
C2 >

p

2p(m+ 1)− 1
,

0 < C2 < 1.

Очевидно
p

2p(m+ 1)− 1
> 0. Крiм того, промiжок

(
p

2p(m+ 1)− 1
; 1

)
– не

пустий, бо

p

2p(m+ 1)− 1
< 1⇔ p < 2p(m+ 1)− 1⇔ 1 < p+ 2pm,

що правда в силу умови (0.6). Тому ∀m ∈ Z+, ∀C2 ∈
(

p

2p(m+ 1)− 1
; 1

)
:

|ϕ1|2p(m+1)−1|u| ≤ 1

1 + C2
|ϕ1|(1+C2)(2p(m+1)−1) +

C2

1 + C2
|ϕ2|1+

1
C2

згiдно з твердженням 1.2.
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1.3.3. Доведення вiд’ємної визначенностi похiдної функцiї

Ляпунова

В силу результатiв пунктiв 1.3.1 та 1.3.2 маємо:

V̇ = Ṙ1 + Ṙ2 ≤ −
1

4mk2m2
ϕ
p(2m+3)−1
1 − u2 +

1

k2m2
ϕ2p−1
1 ϕ2m+1

2

+
4mpk1a1

k2m+2
2 a2

ϕp−1
1 u2m+2 +

4mpk1a1

k2m+2
2 a2

|ϕ1|2p(m+1)−1|u|

≤ − 1

4mk2m2
ϕ
p(2m+3)−1
1 − u2 +

1

k2m2

1

1 + C0
|ϕ1|(1+C0)(2p−1)

+
1

k2m2

C0

1 + C0
|ϕ2|(1+

1
C0

)(2m+1) +
4mpk1a1

k2m+2
2 a2

1

1 + C1
|ϕ1|(1+C1)(p−1)

+
4mpk1a1

k2m+2
2 a2

C1

1 + C1
|ϕ2|(1+

1
C1

)(2m+2) +
4mpk1a1

k2m+2
2 a2

C2

1 + C2
|ϕ2|1+

1
C2

+
4mpk1a1

k2m+2
2 a2

1

1 + C2
|ϕ1|(1+C2)(2p(m+1)−1)

= − 1

4mk2m2
ϕ
p(2m+3)−1
1 − u2 +H(ϕ).

Нагадаємо,щоu = −ϕ2. Зауважимо,щоC0, C1, C2 були вибранi таким чином,

щоб доданок H(ϕ) складався з таких членiв, степенi яких є вищими за степенi

головних доданкiв − 1

4mk2m2
ϕ
p(2m+3)−1
1 ,−u2 (зауважимо, що p(2m + 3) − 1 є

вiдношенням парного числа до непарного числа).

Отже, iснує проколотий окiл нуля такий, в якому V̇ (x) < 0. Оскiльки

V (x) > 0 при ||x|| ≠ 0, тривiальний розв’язок x = 0 є асимптотично стiйким за

Ляпуновим.

1.4. Приклади

Приклад 1.5. Покладемо k1 = 2, k2 = 3,m = 1, a1 = 10, a2 = 20. Тодi

керування (0.5) має вигляд

u = −((2x1)p + 3x2). (1.3)
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Отже, система (0.1) має вигляд
ẋ1 = 10x32,

ẋ2 = −20((2x1)p + 3x2).

(1.4)

Побудуємо фазовi портрети системи (1.4) для рiзних p.

(а) p =
17

13
(б) p =

37

13

Рис. 1.1: Фазовi портети системи (1.4).

Приклад 1.6. Покладемо k1 = 3, k2 = 5, r1 = 7, r2 = 13,m = 1. Тодi керува-

ння (0.5) має вигляд

u = −((3x1)
13
7 + 5x2). (1.5)

Згiдно з отриманими результатами, керування u вигляду (1.5) стабiлiзує систе-

му (0.1) для будь-яких додатних параметрiв a1, a2. Таким чином, маємо систему
ẋ1 = a1x

3
2,

ẋ2 = −a2((3x1)
13
7 + 5x2).

(1.6)

Для наочностi, зобразимо траєкторiї системи (1.6), що вiдповiдають рiзним

наборам параметрiв a1, a2, вибраних випадково. А саме:
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a1 a2
83.392 5.748
87.862 62.298
56.434 0.929
88.746 1.34
86.01 5.171

В якостi початкової точки виберемо, наприклад, точку x0 = (1, 1).

Рис. 1.2: Траєкторiї x1(t), x2(t).
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Роздiл 2

Стабiлiзацiя тривимiрної системи
Нагадаємо, що система (0.2) має вигляд

ẋ1 = a1x
2m+1
2 ,

ẋ2 = a2x3,

ẋ3 = a3u,

де ai > 0 - невiдомi параметри (i = 1, 2, 3), u - керування,m ∈ Z+ = {0, 1, . . .}.

Далi, використовуючи метод функцiї Ляпунова, буде побудовано стабiлiзу-

юче керування, яке не залежить вiд невiдомих параметрiв ai.

2.1. Побудова функцiї Ляпунова

Керування (0.5) має вигляд

u = −(((k1x1)p1 + k2x2)
p2 + k3x3). (2.1)

Побудуємо функцiю Ляпунова у виглядi

V (x) =
k2
k1a1

(k1x1)
2p1p2

2p1p2
+

k3
k2a2

((k1x1)
p1 + k2x2)

2p2

2p2
+

1

k3a3

u2

2

= R1 +R2 +R3.

Тодi похiдна в силу системи (0.2) з керуванням u вигляду (2.1) обчислюється
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за формулою V̇ (x) = Ṙ1 + Ṙ2 + Ṙ3, де

Ṙ1 =
k2
a1
(k1x1)

2p1p2−1ẋ1,

Ṙ2 =
k3
k2a2

((k1x1)
p1 + k2x2)

2p2−1(p1(k1x1)
p1−1k1ẋ1 + k2ẋ2),

Ṙ3 = −
u

k3a3

(
p2((k1x1)

p1 + k2x2)
p2−1(p1(k1x1)

p1−1k1ẋ1 + k2ẋ2) + k3ẋ3

)
.

Тут ẋ1, ẋ2, ẋ3 позначають вiдповiднi правi частини рiвнянь системи (0.2). Пiд-

ставимо цi правi частини в систему.
Ṙ1 = (k1x1)

2p1p2−1k2x
2m+1
2 ,

Ṙ2 =
k3
k2a2

((k1x1)
p1 + k2x2)

2p2−1(p1k1a1(k1x1)
p1−1x2m+1

2 + k2a2x3),

Ṙ3 = −u2 −
up2
k3a3

((k1x1)
p1 + k2x2)

p2−1(p1k1a1(k1x1)
p1−1x2m+1

2 + k2a2x3).

Далi ми покажемо, що похiдна функцiї Ляпунова є вiд’ємною в деякому

проколотому околi нуля, що буде ґарантувати асимптотичну стiйкость нульової

точки спокою вiдповiдної замкнутої системи.

2.2. Замiна змiнних

Введемо наступнi позначення
ϕ1 = k1x1,

ϕ2 = ϕp1
1 + k2x2,

ϕ3 = ϕp2
2 + k3x3 = −u.

Тодi в термiнах змiнних ϕ1, ϕ2, ϕ3 отримаємо наступнi вирази для Ṙ1, Ṙ2, Ṙ3:
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

Ṙ1 = k2ϕ
2p1p2−1
1

(
ϕ2 − ϕp1

1

k2

)2m+1

=
1

k2m2
ϕ2p1p2−1
1 (ϕ2 − ϕp1

1 )
2m+1

,

Ṙ2 =
k3
k2a2

ϕ2p2−1
2

(
p1k1a1ϕ

p1−1
1

(
ϕ2 − ϕp1

1

k2

)2m+1

+ k2a2 ·
ϕ3 − ϕp2

2

k3

)
= −ϕ3p2−1

2 − uϕ2p2−1
2 +

p1k1a1k3

k2m+2
2 a2

ϕp1−1
1 ϕ2p2−1

2 (ϕ2 − ϕp1
1 )

2m+1
,

Ṙ3 = −u2 − p2k2a2u

k23a3
ϕp2−1
2

(
k3p1k1a1

k2m+2
2 a2

ϕp1−1
1 (ϕ2 − ϕp1

1 )
2m+1

+ ϕ3 − ϕp2
2

)
.

2.3. Оцiнка похiдної функцiї Ляпунова

Доведемо, що похiдна вiд функцiї Ляпунова менше нуля в деякому околi

початку координат. Наступнi нерiвностi будуть справедливими в деякiй кулi

радiуса ε, в якiй |ϕi(x)| < 1. Така куля, очевидно, iснує, бо ϕi(0) = 0 та ϕi -

неперервнi.

Застосуємо тверждення 1.4:

Ṙ1 =
1

k2m2
ϕ2p1p2−1
1 (ϕ2 − ϕp1

1 )
2m+1

=
1

k2m2
ϕ2p1p2−1−p1
1 (−ϕp1

1 ) (ϕ
p1
1 − ϕ2)

2m+1

≤ 1

k2m2
ϕ2p1p2−1−p1
1

(
− 1

4m
ϕ
(2m+2)p1
1 + ϕp1

1 ϕ
2m+1
2

)
= − 1

4mk2m2
ϕ
2p1p2−1+(2m+1)p1
1 +

1

k2m2
ϕ2p1p2−1
1 ϕ2m+1

2 .

Застосуємо тверждення 1.1:

Ṙ2 = −ϕ3p2−1
2 − uϕ2p2−1

2 +
p1k1a1k3

k2m+2
2 a2

ϕp1−1
1 ϕ2p2−1

2 (ϕ2 − ϕp1
1 )

2m+1

≤ −ϕ3p2−1
2 − uϕ2p2−1

2 +
p1k1a1k3

k2m+2
2 a2

|ϕ1|p1−1|ϕ2|2p2−1 |ϕ2 − ϕp1
1 |

2m+1

≤ −ϕ3p2−1
2 − uϕ2p2−1

2 + 4m
p1k1a1k3

k2m+2
2 a2

|ϕ1|p1−1|ϕ2|2p2−1
(
|ϕ2|2m+1 + |ϕ1|(2m+1)p1

)
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≤ −ϕ3p2−1
2 − uϕ2p2−1

2 + 4m
p1k1a1k3

k2m+2
2 a2

(
ϕp1−1
1 ϕ2p2+2m

2 + |ϕ1|(2m+2)p1−1|ϕ2|2p2−1
)
.

Отже, маємо

V̇ ≤ − 1

4mk2m2
ϕ
2p1p2−1+(2m+1)p1
1 − ϕ3p2−1

2 − u2 +
1

k2m2
ϕ2p1p2−1
1 ϕ2m+1

2

− uϕ2p2−1
2 + 4m

p1k1a1k3

k2m+2
2 a2

(
ϕp1−1
1 ϕ2p2+2m

2 + |ϕ1|(2m+2)p1−1|ϕ2|2p2−1
)

− p2k2a2
k23a3

uϕp2−1
2

(
k3p1k1a1

k2m+2
2 a2

ϕp1−1
1 (ϕ2 − ϕp1

1 )
2m+1 − u− ϕp2

2

)
= − 1

4mk2m2
ϕ
2p1p2−1+(2m+1)p1
1 − ϕ3p2−1

2 − u2 +R(ϕ1, ϕ2, ϕ3).

Першi три доданка - знакопостiйнi, бо всi степенi в них є вiдношенням пар-

ного числа до непарного. Дiйсно

1. 2p1p2−1+(2m+1)p1 = 2
r2
r1
· r3
r2
−1+(2m+1)

r2
r1

=
2r3 + (2m+ 1)r2 − r1

r1
=

even

odd
,

2. 3p2 − 1 = 3 · r3
r2
− 1 =

3r3 − r2
r2

=
even

odd
.

Далi буде показано, що першi три доданки будуть головними в тому сенсi,

що сами вони будуть визначати знак похiдної функцiї Ляпунова в малому околi

початку координат. Iншi доданкиR(ϕ1, ϕ2, ϕ3) можна вважати доданками бiльш

високого порядку. Далi ми оцiнемо цi доданки бiльш високого порядку.

2.3.1. Оцiнка першого доданка

Оцiнемо доданок
1

k2m2
ϕ2p1p2−1
1 ϕ2m+1

2 . Виберемо таке C0 > 0, для якого вико-

нується система
(1 + C0)(2p1p2 − 1) > 2p1p2 − 1 + (2m+ 1)p1,(
1 +

1

C0

)
(2m+ 1) > 3p2 − 1.
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Отже, розкриваючи дужки, отримуємо наступну систему
C0 >

(2m+ 1)p1
2p1p2 − 1

> 0,

1

C0
<

3p2 − 2m− 2

2m+ 1
.

1. p2 <
2m+ 2

3
⇒ 3p2 − 2m− 2

2m+ 1
< 0⇔ C ∈

(
(2m+ 1)p1
2p1p2 − 1

;+∞
)

2. p2 >
2m+ 2

3
⇒ C ∈

(
(2m+ 1)p1
2p1p2 − 1

;
2m+ 1

3p2 − 2m− 2

)
Покажемо, що промiжок не пустий:

(2m+ 1)p1
2p1p2 − 1

<
2m+ 1

3p2 − 2m− 2
⇔ p1

2p1p2 − 1
<

1

3p2 − 2m− 2
⇔

3p1p2 − (2m+ 2)p1 < 2p1p2 − 1⇔ p1p2 − (2m+ 2)p1 + 1 < 0⇔
p1

2p1p2 − 1
<

1

3p2 − 2m− 2
⇔ 3p1p2 − (2m+ 2)p1 < 2p1p2 − 1⇔

p1p2 − (2m+ 2)p1 + 1 < 0⇔ r3
r1
− (2m+ 2)

r2
r1

+ 1 < 0⇔

− 2m+
µ1 + µ2

r1
− (2m+ 2)

µ1

r1
= −2m+

µ2 − µ1(2m+ 1)

r1
< 0,

що правда в силу умови (0.6).

Згiдно з твердженням 1.2, для такого C0 буде виконуватись наступна нерiв-

нiсть

ϕ2p1p2−1
1 ϕ2m+1

2 ≤ |ϕ1|2p1p2−1|ϕ2|2m+1 ≤ 1

1 + C0
|ϕ1|(1+C0)(2p1p2−1) +

C0

1 + C0
|ϕ2|

1+
1
C0 .

2.3.2. Оцiнка другого доданка

Оцiнемо окремо кожний доданок з виразу

−uϕ2p2−1
2 + 4m

p1k1a1k3

k2m+2
2 a2

(
ϕp1−1
1 ϕ2p2+2m

2 + |ϕ1|(2m+2)p1−1|ϕ2|2p2−1
)
.
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Оцiнка виразу uϕ2p2−1
2

Виберемо таке C1, для якого виконується система
(1 + C1)(2p2 − 1) > 3p2 − 1,

1 +
1

C1
> 2.

Отже, розкриваючи дужки, отримуємо наступну систему
C1 >

p2
2p2 − 1

,

0 < C1 < 1.

Очевидно
p2

2p2 − 1
> 0. До того ж промiжок

(
p2

2p2 − 1
; 1

)
– не пустий, бо

p2
2p2 − 1

< 1⇔ p2 < 2p2 − 1⇔ 1 < p2,

що правда в силу умови (0.6).

Оберемо C1 > 0, яке належить промiжку
(

p2
2p2 − 1

; 1

)
. Згiдно з тверджен-

ням 1.2, для такого C1 буде виконуватись наступна нерiвнiсть

uϕ2p2−1
2 ≤ |u||ϕ2|2p2−1 ≤

1

1 + C1
|ϕ2|(1+C1)(2p2−1) +

C1

1 + C1
|u|1+

1
C1 .

Оцiнка виразу ϕp1−1
1 ϕ2p2+2m

2

Виберемо таке C2, для якого виконується система
(1 + C2)(p1 − 1) > 2p1p2 − 1 + (2m+ 1)p1,

(1 +
1

C2
)(2p2 + 2m) > 3p2 − 1.
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Отже, здiйснюючи необхiднi елементарнi перетворення, отримуємо наступну

систему 
C2 >

2p1p2 + 2mp1
p1 − 1

,

1

C2
>

p2 − 1− 2m

2p2 + 2m
.

1. p2 < 2m+ 1⇒ p2 − 1− 2m

2p2 + 2m
< 0⇔ C ∈

(
2p1p2 + 2mp1

p1 − 1
;+∞

)
2. p2 > 2m+ 1⇒ C ∈

(
2p1p2 + 2mp1

p1 − 1
;

2p2 + 2m

p2 − 1− 2m

)
Покажемо, що промiжок не пустий:

2p1p2 + 2mp1
p1 − 1

<
2p2 + 2m

p2 − 1− 2m
⇔

p1p
2
2 +mp1p2 − p1p2 −mp1 − 2mp1p2 − 2m2p1 < p1p2 +mp1 − p2 −m⇔

p1p
2
2 − (2 +m)p1p2 − 2m(1 +m)p1 + p2 +m < 0⇔

p1(p2 +m)(p2 − 2(1 +m)) + p2 +m < 0⇔

p1p2 < 2p1 − 1 ≤ (2m+ 2)p1 − 1,

де нерiвнiсть p1p2 < 2p1 − 1 можна отримати наступним чином:

p1p2 < 2p1 − 1⇔ r2
r1
· r3
r2

< 2 · r2
r1
− 1⇔

r3 < 2r2 − 1⇔ r3 − r2 < r2 − r1 ⇔ µ2 < µ1,

(2.2)

що правда в силу умови (0.6).

Оберемо C2 > 0, яке належить вiдповiдному промiжку. Згiдно з тверджен-

ням 1.2, для такого C2 буде справедливою наступна нерiвнiсть

ϕp1−1
1 ϕ2p2+2m

2 ≤ |ϕ1|p1−1|ϕ2|2p2+2m

≤ 1

1 + C2
|ϕ1|(1+C2)(p1−1) +

C2

1 + C2
|ϕ2|(1+

1
C2

)(2p2+2m).
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Оцiнка виразу |ϕ1|(2m+2)p1−1|ϕ2|2p2−1

Виберемо таке C3, для якого виконується система
(1 + C3)((2m+ 2)p1 − 1) > 2p1p2 − 1 + (2m+ 1)p1,(
1 +

1

C3

)
(2p2 − 1) > 3p2 − 1.

Отже, розкриваючи дужки, отримуємо наступну систему
C3 >

2p1p2 − p1
(2m+ 2)p1 − 1

,

0 < C3 <
2p2 − 1

p2
.

Очевидно
2p1p2 − p1

(2m+ 2)p1 − 1
> 0. Крiм того, промiжок

(
2p1p2 − p1

(2m+ 2)p1 − 1
;
2p2 − 1

p2

)
– не пустий, бо

2p1p2 − p1
(2m+ 2)p1 − 1

<
2p2 − 1

p2
⇔

2p1p
2
2 − p1p2 < 4(m+ 1)p1p2 − 2(m+ 1)p1 − 2p2 + 1⇔

(2p2 − 1)p1p2 < 2(2p2 − 1)(m+ 1)p1 − (2p2 − 1)⇔

p1p2 < 2p1 − 1 < (2m+ 2)p1 − 1,

що є правдою в силу умови (2.2).

Оберемо C3 > 0, яке належить промiжку
(

2p1p2 − p1
(2m+ 2)p1 − 1

;
2p2 − 1

p2

)
. Згiдно

з твердженням 1.2, для такого C3 буде справедливою наступна нерiвнiсть

|ϕ1|(2m+2)p1−1|ϕ2|2p2−1 ≤
1

1 + C3
|ϕ1|(1+C3)((2m+2)p1−1) +

C3

1 + C3
|ϕ2|

(
1+ 1

C3

)
(2p2−1).
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2.3.3. Оцiнка третього доданка

Оцiнемо доданок

−p2k2a2
k23a3

uϕp2−1
2

(
k3p1k1a1

k2m+2
2 a2

ϕp1−1
1 (ϕ2 − ϕp1

1 )
2m+1 − u− ϕp2

2

)
.

Позначимо

G(ϕ) = ϕp2−1
2

(
A0ϕ

p1−1
1 · (ϕ2 − ϕp1

1 )
2m+1 − u− ϕp2

2

)
, де A0 =

p1k1a1k3

k2m+2
2 a2

.

Далi нам знадобляться наступнi два зауваження

Зауваження 2.1. Покажемо, що

((2m+ 2)p1 − 1)
µ2 + r3

r3
> 2p1p2 − 1 + (2m+ 1)p1

Дiйсно, враховуючи, що p1 =
r2
r1
, p2 =

r3
r2

та (0.6), маємо

(2m+ 1)r2 + µ1

r1
· µ2 + r3

r3
>

r3 + 2mr2 + µ1

r1
⇔

(2m+ 1)(r2µ2 + r2r3) + µ1r3 + µ1µ2

r3
> r3 + 2mr2 + µ1 ⇔

2mr2µ2 + r2µ2 + µ1µ2 + r2r3 + 2mr2r3 > r23 + 2mr1r2 ⇔

2mr2µ2 + r2µ2 + r3(r2 − r3) + µ1µ2 > 0⇔

2mr2µ2 + r2µ2 − r3µ2 + µ1µ2 = 2mr2µ2 + µ2(r2 − r3) + µ1µ2 =

= 2mr2µ2 − µ2
2 + µ1µ2 > 2mr2µ2 − µ2

2 + µ2
2 = 2mr2µ2 > 0.

Зауваження 2.2. Легко показати, що (2m+ p2 + δ)(2− 1

p2
) ≥ 2p2 − 1.

Очевидно, що

G(ϕ) ≤ |ϕ2|2p2−1 + |ϕ2|p2−1
∣∣∣A0ϕ

p1−1
1 · (ϕ2 − ϕp1

1 )
2m+1 − u

∣∣∣
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

застосуємо твердження 1.2 для a = |ϕ2|p2−1 та

b =
∣∣∣A0ϕ

p1−1
1 · (ϕ2 − ϕp1

1 )
2m+1 − u

∣∣∣ r3r3 , C =
p2

p2 − 1
. Причому

(p2 − 1)(1 + C) = 2p2 − 1,

1 +
1

C
= 1 +

p2 − 1

p2
= 1 +

r3
r2
− 1
r3
r2

= 1 +
r3 − r2

r3
=

µ2 + r3
r3

= 2− 1

p2


≤ 2|ϕ2|2p2−1 +

∣∣∣A0ϕ
p1−1
1 · (ϕ2 − ϕp1

1 )
2m+1 − u

∣∣∣µ2+r3
r3[

застосуємо твердження 1.1 для (ϕ2 − ϕp1
1 )

2m+1
]

≤ 2|ϕ2|2p2−1 +
∣∣∣A0ϕ

p1−1
1 · 4m

(
|ϕ2|2m+1 + |ϕ1|(2m+1)p1

)
− u
∣∣∣µ2+r3

r3[
введемо позначення A1 = A0 · 4m

]
= 2|ϕ2|2p2−1 +

∣∣∣A1ϕ
p1−1
1 |ϕ2|2m+1 + A1|ϕ1|(2m+2)p1−1 − u

∣∣∣µ2+r3
r3

застосуємо твердження 1.2 для a = ϕp1−1
1 та b = |ϕ2|2m+1,

C = (2m+1)p1
p1−1 . Причому, справедливо наступне

(p1 − 1)(1 + C) = (2m+ 1)p1 + p1 − 1 = (2m+ 2)p1 − 1,

(2m+ 1)(1 +
1

C
) =

(2m+ 2)p1 − 1

p1
= 2m+

2r2 − r1
r2

=

= 2m+
r2 + µ1

r2
= 2m+

r2 + µ1 + µ2 − µ2

r2
= 2m+ p2 + δ,

де δ =
µ1 − µ2

r2
> 0


≤ 2|ϕ2|2p2−1 +

∣∣∣2A1|ϕ1|(2m+2)p1−1 + A1|ϕ2|2m+p2+δ − u
∣∣∣µ2+r3

r3[
застосуємо твердження 1.1, покладемо A2 = 3

µ2

r3 ·max((2A1)
µ2+r3

r3 , 1)
]

≤ 2|ϕ2|2p2−1 + A2

(
|ϕ1|

((2m+2)p1−1)
µ2+r3
r3 + |ϕ2|

(2m+p2+δ)(2− 1
p2

)
+ |u|1+

µ2

r3

)
Введемо позначення δ̂ = µ2

r3
> 0;

Скориставшись зауваженнями 2.1 та 2.2, отримуємо


≤ A2

(
|ϕ1|2p1p2−1+(2m+1)p1 + |u|1+δ̂

)
+ (2 + A2)|ϕ2|2p2−1

в достатньо малому околi нуля при |ϕi(x)| ≤ 1, i = 1, 2, 3.

27



Тобто

u ·G(ϕ) ≤ A2 · |u|
(
|ϕ1|2p1p2−1+(2m+1)p1 + |u|1+δ̂

)
+ (2 + A2)|u||ϕ2|2p2−1

= A2|u||ϕ1|2p1p2−1+(2m+1)p1 + (2 + A2)|u||ϕ2|2p2−1 + A2|u|2+δ̂

1. Очевидно |u|2+δ̂ ≤ u2, при |u| ≤ 1, δ̂ > 0.

2. Доданок |u||ϕ2|2p2−1 оцiнюється за нерiвнiстю з пункту 2.3.2.

3. Оцiнемо доданок |u||ϕ1|2p1p2−1+(2m+1)p1 наступним чином.

Виберемо таке C4 > 0, для якого виконується система
(1 + C4)(2p1p2 − 1 + (2m+ 1)p1) > 2p1p2 − 1 + (2m+ 1)p1,

1 +
1

C4
> 2.

Отже, розкриваючи дужки, отримуємо наступну систему
C4 > 0,

C4 < 1.

Згiдно з твердженням 1.2, для такого C4 виконується наступна нерiвнiсть

|ϕ1|2p1p2−1+(2m+1)p1|u| ≤ 1

1 + C4
|ϕ1|(1+C4)(2p1p2−1+(2m+1)p1) +

C4

1 + C4
|u|1+

1
C4 .

2.3.4. Доведення вiд’ємної визначенностi похiдної функцiї

Ляпунова

В силу оцiнок отриманих в пунктах 2.3.1, 2.3.2 та 2.3.3 маємо:

V̇ = Ṙ1 + Ṙ2 + Ṙ3 ≤ −
1

4mk2m2
ϕ
2p1p2−1+(2m+1)p1
1 − ϕ3p2−1

2 − ϕ2
3 +H(ϕ),
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де H(ϕ) = H(ϕ1, ϕ2, ϕ3) складається з таких членiв, степенi яких є вищими за

степенi головних доданкiв − 1

4mk2m2
ϕ
2p1p2−1+(2m+1)p1
1 ,−ϕ3p2−1

2 ,−ϕ2
3.

Отже, враховуючи неперервнiсть ϕi(x) та ϕi(0) = 0, iснує проколотий окiл

нуля такий, в якому V̇ (x) < 0. Оскiльки V (x) > 0 при ||x|| ≠ 0, тривiальний

розв’язок x = 0 є асимптотично стiйким за Ляпуновим.

2.4. Приклад

Покладемо k1 = 3, k2 = 5, k = 7, r1 = 7, r2 = 13, r3 = 15,m = 1. Тодi

керування (0.5) має вигляд

u = −
((

(3x1)
13
7 + 5x2

) 15
13

+ 7x3

)
. (2.3)

Згiдно з отриманими в роботi результатами, керування u вигляду (2.3) стабiлiзує

систему (0.2) для будь-яких додатних параметрiв a1, a2, a3. Таким чином, маємо

систему 
ẋ1 = a1x

3
2,

ẋ2 = a2x3,

ẋ3 = −a3
((

(3x1)
13
7 + 5x2

) 15
13

+ 7x3

)
.

(2.4)

Для наочностi, зобразимо траєкторiї системи (2.4), що вiдповiдають рiзним

наборам параметрiв a1, a2, a3, вибраних випадково. А саме:

a1 a2 a3
82.077 68.857 89.731
78.306 95.691 53.534
71.209 63.922 68.926
58.489 54.414 51.134
96.719 88.202 59.977

В якостi початкової точки виберемо, наприклад, точку x0 = (1, 1, 1).
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Рис. 2.1: Траєкторiї x1(t), x2(t), x3(t).

Також побудуємо траєкторiї у тривимiрному просторi, для рiзних наборiв

параметрiв a1, a2, a3, вибраних випадковим чином:

a1 a2 a3
1.635 35.279 38.156
34.010 3.913 32.468
23.350 27.218 24.719

Рис. 2.2: Траєкторiї x1(t), x2(t), x3(t).
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Висновки
В роботi вивченi задачi стабiлiзацiї для двовимiрної та тривимiрної не-

лiнiйних систем з невизначеностями при заздалегiдь невiдомих обмеженнях

зверху на величину цих невизначеностей. Розглянутi системи є некерованими

та нестiйкими за першим наближенням. В роботi використано важливий для те-

орiї керування клас вкладених керувань. Застосовано метод функцiї Ляпунова,

який дозволяє показати, що розглянутi керування є стабiлiзуючими. Ефектив-

нiсть такого пiдходу проiлюстрована на модельних прикладах. Результати даної

роботи можуть бути застосованi для вивчення бiльш широкого класу систем.

Наприклад, канонiчних нелiнiйних систем бiльш високого порядку.
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Додатки
Для чисельного розв’язання згаданих рiвнянь та побудови графiкiв було ви-

користано Python 3, бiблiотеки matplotlib, numpy та scipy. Лiстинги вiдповiдних

програм наведенi нижче.

Лiстинг 2.1: Побудова фазових портретiв для прикладу 1.5
1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3 from utils import *

4

5 fig , ax = plt.subplots ()

6 ax.grid()

7 ax.set_aspect(’equal’)

8 ax.set_xlabel(’$x_1$’)

9 ax.set_ylabel(’$x_2$’)

10 x = np.linspace (-10, 10, 50)

11 xx , yy = np.meshgrid(x, x)

12 f1 , f2 = f(0, [xx , yy], a=[10, 20], m=1, k=[2, 3], p=[17/13])

13 ax.streamplot(xx , yy, f1, f2 , density =4)

14 plt.show()

Лiстинг 2.2: Побудова траєкторiй для прикладiв 1.6, 2.4
1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3 from utils import *

4

5 N = 3 # N=2

6 k = [3, 5, 7]

7 p = [13/7, 15/13]

8 fig , axes = plt.subplots(N, 1, figsize =(7, 5))

9

10 def build_loc(x0 , a, m, k, p):

11 s, t, label = build(x0, a, m, k, p)

12 for i in range(len(axes)):
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13 axes[i].plot(t, s[i], lw=1.5, label=label)

14

15 for _ in range (5):

16 build_loc ([1]*N, np.random.random(N)*100, m=1, k=k[:N], p=p[:N-1])

17

18 for i in range(len(axes)):

19 make_axes(axes[i], xlabel=’t’, ylabel=’$x_{}(t)$’.format(i+1), scale=’
←↩

symlog ’, show=i == 0)

20 plt.show()

Лiстинг 2.3: Побудова траєкторiй для прикладу 2.4
1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3 from utils import *

4

5 ax = plt.figure ().add_subplot(projection=’3d’)

6

7 def build_loc(x0 , a, m, k, p):

8 s, t, label = build(x0, a, m, k, p)

9 ax.plot(s[0], s[1], s[2], label=label)

10 ax.scatter(0, 0, 0, s=50, c=’black’)

11 ax.legend ()

12

13 for _ in range (3):

14 build_loc ([1, 1, 1], np.random.random (3)*50, m=1, k=[3, 5, 7], p=[13/7 ,
←↩

15/13])

15

16 plt.show()

Лiстинг 2.4: utils.py
1 import numpy as np

2 from scipy.integrate import solve_ivp

3

4 T = 100 _000

5 t = np.linspace(0, T, 1_000_000)

6

7 def power(x, y):

8 return np.sign(x) * np.power(np.abs(x), y)

9
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10 def u(v, k, p):

11 res: np.longdouble = k[0]*v[0]

12 for i in range(len(v) - 1):

13 res = power(res , p[i]) + k[i + 1] * v[i + 1]

14 return -res

15

16 def f(_, v, a, m, k, p):

17 res = [a[0] * power(v[1], 2*m+1)]

18 for i in range(1, len(v) - 1):

19 res.append(a[i] * v[i + 1])

20 res.append(a[-1] * u(v, k, p))

21 return res

22

23 def build(x0, a, m, k, p):

24 res = solve_ivp(f, [0, T], x0 , method=’Radau ’, args=(a, m, k, p),
←↩

dense_output=True)

25 s = res.sol(t)

26 label = (’a=(’+(’{:.3f},’*len(a))[: -1]+’)’).format (*a)

27 return s, t, label

28

29 def make_axes(ax , xlabel , ylabel , lspine_pos =(’outward ’, 0.0), show=False ,
←↩

scale=’linear ’):

30 ax.spines[’bottom ’]. set_position(’zero’)

31 ax.spines[’left’]. set_position(lspine_pos)

32 ax.spines[’top’]. set_visible(False)

33 ax.spines[’right’]. set_visible(False)

34 ax.plot(1, 0, ">k", transform=ax.get_yaxis_transform (), clip_on=False)

35 if lspine_pos == ’zero’:

36 ax.plot(0, 1, "^k", transform=ax.get_xaxis_transform (), clip_on=
←↩

False)

37 ax.set_xlabel(xlabel , labelpad =-24, x=1.035)

38 ax.set_ylabel(ylabel , labelpad =-21, y=1.02, rotation =0)

39 if show:

40 ax.legend(loc=’upper right ’)

41 ax.set_xscale(scale)
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